2.1. Macierze. Pojecia ogolne

Definicja 2.1. Macierzg liczbowq rzeczywistq o wymiarze mxn, gdzie m,n € N, nazywamy uktad
m-n liczb rzeczywistych zapisanych w postaci tablicy prostokatnej, ktéra zawiera m wierszy i n
kolumn.

Zazwyczaj macierze oznaczamy duzymi literami alfabetu, na przyktad A, B lub A
zaznaczy¢ wymiar macierzy. Wiec macierz o wymiarze

mXn ma postacé

B, ., gdy trzeba

xn?

ay  qp o 4y ay,
Ay Ay w00 Gy 0 Oy,
A= , 2.1
L T £
aml am2 e amj e amn

gdzie a; €R, i€ {1, 2, s m}, j€ {1, 2, iy n} Liczby a; nazywamy elementami macierzy. Macierz

A o elementach a,; bedziemy réwniez oznaczali A = [aij] Iub A = [aij] .

Definicja 2.2. Ciag elementéw
{ail’ ins o5 Oy,
wybranych z macierzy (2.1) nazywamy i-tym wierszem macierzy A.

Definicja 2.3. Ciag elementéw
{alj, Ay vons amj}
wybranych z macierzy (2.1) nazywamy j-tg kolumng macierzy A.
Definicja 2.4. Macierze A=[qa;] i B=[);] o tych samych wymiarach mxn nazywamy réwnymi,
jezeli a; :bi]. dla kazdego i € {1, 2, ., m}, jE€ {1, 2, ., n}
Okre$limy teraz dziatania algebraiczne na macierzach (suma, iloczyn przez liczbe, iloczyn). Niech

A=[a;] i B=[b;] bgda macierzami o tych samych wymiarach mxn.

Definicja 2.5. Sumq macierzy A i B nazywamy macierz C =|c;] i oznaczamy C = A+ B, elementy

ktérej sa sumg odpowiednich elementéw macierzy A i B, tzn.

cl.j:al.j—i—bl.j
dla kazdego ie{l, 2, ., m}, jE{l, 2, ..., n}
Przyklad 2.1. Niech
_[1 3 -1 5], _\1 1 -1 —3]‘
7—4 0-1 04 2 9

Obliczy¢ A+ B.

Rozwigzanie.

7 —4 0—1+04 2 9
[1+1 341 —14+(=D 5+(—3)]

L

740 —4+4 042 —149

24-2 2
70 2 8|



Uwaga. Suma macierzy o réznych wymiarach nie jest okreslona.
Definicja 2.6. [loczynem macierzy A iliczby A nazywamy macierz D = \A, elementy ktdrej okreslone
$3 wzorem

dla kazdego i € {1, 2, .., m}, JjE {1, 2, ..., n}.

Przyklad 2.2. Niech
2-2-6 0 3215
A=|5 4 9—-4|, B=1 1 2 3
1 1 1 2 58 0 2
Obliczy¢ A—B 1 A+2B.
Rozwigzanie.
2-2-6 0 3215
A—B=A+(-DB=|5 4 9 —-4|+(-Di1 1 2 3|=
1 1 1 2 5802
2-2-6 0| [(-D:3 (-D-2 (=D-1 (=1)-5
=5 4 9—-4|+|/(—-D1 (-1 (-1)-2 (—D-3|=
1 1 1 2 -D-5 (-<D-8 (-=1)-0 (=D-2
2-3 -2-2 —-6-1 0-5 -1 -4 -7 =5
=5-1 4-1 9-2 —4-3|=| 4 3 7 -=7/.
1-5 1-8 -0 2-2| |-4 -7 1 O

2-2-6 0 3215
A+2B=|5 4 9 -4 +21 1 2 3|=
1 1 1 2 5802
2-2-6 0] |23 2.2 21 2-5
A+2B=5 4 9 -4 |+|2-1 2-1 2.2 2.3|=
1 1 1 2 2.5 2.8 2.0 2-2
2+6 —2+4 —6+2 0+10 8§ 2-4 10
=54+2 442 944 —446 |=|7 6 13 2|.
1+10 1416 140 244 1117 1 6

Niech A=|[a j] 1 B= [bl:,.] D+ Liczba kolumn p macierzy A réwna si¢ liczbie wierszy macierzy B

ij dmx p

Definicja 2.7. lloczynem macierzy A i B nazywamy macierz C=A-B o wymiarze mXxn, tzn.
C =I¢;l,., » elementy ktorej okreslone sg wzorem

p
Ci = E :aikbkj
=1

dla kazdego i € {1, 2, ..., m}, JE {1, 2, ..., n}.

Uwaga. lloczyn A- B nie jest okreslony, jezeli liczba kolumn macierzy A nie réwna si¢ liczbie wierszy
macierzy B.



Przyklad 2.3. Niech

30
2 -2 -1
A= , B=|1-1
1 -4 -2
2 1

Obliczy¢ A-B.
Rozwiazanie. Macierz A ma wymiar 2x3 oraz B ma wymiar 3x 2. Liczba kolumn p =3 macierzy
A réwna si¢ liczbie wierszy macierzy B. Wigc iloczyn A- B jest okre§lony i mamy

3 0
2 -2 -1
A-B= 41 =1|=
1-4 -2
2 1

T3 4(=4)1 (=22 104 (=4)-(=1) +(=2)-1
Twierdzenie 2.1. [loczyn macierzy ma nast¢pujace wlasnosci:
1) (A-B)-C=A-(B-C);
2) (AA)-B=A-(AB)=MX(A-B),gdzie N\eR ;
3) (A+B)-C=A-C+B-C;
4) A-(B+C)=A-B+A-C.

C[234(=2) 1 +(=D2 2-0+<—2>'<—1>+(—1)'1H 2 1]
=15,

Oczywiscie zakladamy, ze w powyzszych réwnosciach iloczyny odpowiednich macierzy s okreslone.

Definicja 2.8. Macierzg transponowang do macierzy A=[a nazywamy macierz B:[b,j]nxm,

ij ]mxn

ktérej elementy okreslone sa wzorem

bi]. =a;
dla kazdego i € {1, 2, .., m}, JE {1, 2, ..., n}.

Inaczej méwiac, macierz transponowang otrzymamy, jezeli zamienimy wszystkie wiersze macierzy A
na kolumny zachowujac ich kolejno$¢. Macierz transponowang do A oznaczamy przez A .

Przyklad 2.4.

1 2
_[1 3 -1 7] ar_| 372
2-2 0-2/ -1 0
7 -2

Twierdzenie 2.2. Dzialanie transponowania macierzy ma nast¢pujgce wlasnosci:
D (A+B) =A"+B";
2) A\ =)A", gdzie NeR ;
3) (A7) =4
4) (A-B)' =B"-A".

Definicja 2.9. Macierzg zerowg nazywamy macierz A=|a w ktoérej wszystkie elementy sa

ij ]n><m 4

zerami, tzn. a; =0 dla kazdego ie{l, 2, .., m}, JE {1, 2, ..., n}.

Macierz zerowg oznaczamy przez O . Oczywiscie, dla kazdej macierzy A odpowiedniego wymiaru
mamy

A+0=0+A A-A=0, A-0=0, O0-A=0.



Definicja 2.10. Macierzqg kwadratowq stopnia n nazywamy macierz postaci (2.1), w ktérej m=n..

Uwaga. Dla dwéch macierzy kwadratowych tego samego stopnia iloczyn macierzy jest zawsze
okreslony. Jednak, ogélnie mdéwiac, iloczyn macierzy kwadratowych nie jest przemiennym, tzn.
A-B=B-A.

Przyklad 2.5. Niech
A_\z 1]’ B_[3 0“
10 1 -1
Wtedy
A‘B:[z 1H3 0]:|2-3+1-1 2-0+1-(—1)]:\7 —1].
1 0| {1—1| |[1-:340-1 1-04+0-(=D| |3 ©
B'A_F 0].2 1_\3-2+0-1 3-1+0-0 ]_[6 3“
1 —-1{1 0| [1-24(=D-1 1-1+(=D-0| |1 1

Definicja 2.11. Ciag elementow
{au’ Qyys ees 4y
wybranych z macierzy kwadratowej stopnia n postaci (2.1) nazywamy przekqtng gtowng macierzy A.

Definicja 2.12. Macierzg diagonalng nazywamy macierz kwadratowa, ktérej wszystkie elementy poza
przekatng gléwng sg zerami, tzn. macierz postaci

a, 0 0 - 0
0 a, 0 - 0
A=0 0 ay; - 0] (2.2)
o 0 0 - a,
Jezeli w macierzy diagonalnej a,, =a,, = ...=a,, =\, to macierz (2.2) nazywa si¢ macierzq statq

Definicja 2.13. Macierzqg jednostkowq stopnia n nazywamy macierz stala, w ktérej A =1, tzn.

1 00 -0
o010 -0

I=0 0 1 - 0. (2.3)
000 - 1

Latwo sprawdzi¢, ze dla dowolnej macierzy kwadratowej stopnia n i macierzy jednostkowej (2.3)
prawdziwe sg rownosci

A-l=1-A=A. (2.4)
Definicja 2.14. Macierzq trojkqtng gorng (dolng) stopnia n >1 nazywamy macierz, w ktérej wszystkie
elementy stojace pod (nad) gtéwna przekatng sa réwne zeru, tzn. macierze postaci

ay 4 43 o4, a, 0 o - 0
0 a, ay - a, a, ay, 0 - 0
0 0 3 = Oy s ay Ay Ay 0
0 0 0 ann anl anZ an3 T ann




Przyklad 2.6. Macierze

300
21
A= , B=|2-1 0
01
0 5 1

sa macierzami tréjkatnymi odpowiednio gérna stopnia 2 i dolng stopnia 3.

2.2. Wyznaczniki

Kazdej macierzy kwadratowej mozna w sposéb jednoznaczny przyporzadkowaé liczbe rzeczywista
zwang wyznacznikiem macierzy. Wiec wyznacznik jest funkcja liczbowa okreslong na zbiorze
wszystkich macierzy kwadratowych dowolnego stopnia. Wyznacznik macierzy A oznaczamy przez
detA, |A| lub

a, a4, a,,
a21 a22 a2n
anl anZ o ann

Podamy definicje wyznacznika w sposéb indukcyjny wzgledem stopni macierzy. Dla macierzy stopnia
n=1, tzn. A=|[a,,], wyznacznik definiujemy w spos6b nastepujacy

| A|=det[q,,]=aq,, .
Definicja 2.15. Wyznacznikiem macierzy stopnia n =72 nazywamy liczbg
a, a
|A|: ! 2= 110y, — Aypdy, - (2.5)
4y dy
Przyklad 2.7. Niech
2 4 30
A= , =
13 1 -1
Wtedy

2 4
|Al= —2.3-4.1=2,
1 3

30

|BI=
1-1

‘zsx—n—04:—3

Definicja 2.16. Wyznacznikiem macierzy stopnia n =3 nazywamy liczbg
a, 4 dg
|Al=|ay  ay  ay|=a,,ay,05 + Q500,05 + 4130505, —

(2.6)

a a a

31 32 33

T Q30903 — A Ay305, — A Ay ;.

Zaznaczmy, ze wzér (2.6) mozna tatwo otrzymac stosujac tak zwany schemat Sarrusa. Ten spos6b
obliczenia wyznacznika stopnia 3 polega na nastgpujacych czynno$ciach. Dopisujemy pod szukanym
wyznacznikiem dwa pierwsze wiersze nie zmieniajac ich kolejnosci, a nastg¢pnie przemnazamy
elementy wzdtuz przekatnych i sumujemy iloczyny z odpowiednimi znakami jak wskazano na
ponizszym rysunku.



a;; a, a;

Ay Ay~ Ay
as; Ayl
- ap ay a5 F
- Qs ay ayy +
— +
Przyklad 2.8. Obliczy¢ wyznacznik macierzy
2 0 3
A=2 -1 0].
1-3 1
Rozwiazanie.
2 0 3
|A=2 =1 0|=2-(-1)-142-3-34+1-0-0—-3-(—=1)-1-0-3-2—1-0-2=19.
1 3 1
2 0 3
2 -1 0

Uwage. Regule Sarrusa nie mozna stosowa¢ do obliczenia wyznacznikéw innych stopni.
Definicja 2.17. Minorem M, (podwyznacznikiem) odpowiadajgcym  elementowi a; macierzy

kwadratowej A stopnia n nazywamy wyznacznik utworzony z wyznacznika macierzy A przez
usuni¢cie i-ego wiersza oraz j-tej kolumny (tzn. wiersz i kolumng¢ na przecigciu ktérych znajduje si¢
element a; ).

Przyklad 2.9. Dla macierzy
all a12 a13
A=la, a, ay (2.7)
a3 Gy Ay
minorami M, M,,, M,, sa wyznaczniki:

a a a a
22 23 11 13
M, = =

11

, My =

Ay, Ay a3, ds 4y ap

Definicja 2.18. Dopetnieniem algebraicznym A, elementu a; macierzy kwadratowej A stopnia n

nazywamy wyrazenie

A ==D" M, (2.8)
Przyklad 2.10. Dla macierzy (2.7)
a,, a a, a
All :(71)1+1‘M11 = ” ” ’ A21 :(71)2+1'M21 = . a 5

a;, Ay ay, Ay

a,, da
A32 — (_ 1)3+2 'M32 — 11 13 .

ay, 4y

Twierdzenie 2.3 (Laplace’a). Wyznacznik macierzy A stopnia n jest réwny sumie iloczynéw kazdego
elementu i-tego wiersza (lub j-tej kolumny) i jego dopetnienia algebraicznego, tzn.



|Al=a,A) +a,A,+ - +a,A,, 1<i<n (2.9)
lub

|Al=a,A; +ay A+ +a,A, 1< j<n. (2.10)

nj“nj?

Z twierdzenia Laplace’a wynika, ze wyznacznik macierzy dowolnego stopnia n

mozna znalez¢ obliczajagc n wyznacznikéw stopnia n—1 (dopelnienia algebraiczne) i podstawiajac do
wzoru (2.9) lub (2.10). Inaczej méwiac, stosujac twierdzenia Laplace’a obliczanie wyznacznika
macierzy dowolnego stopnia n mozna sprowadzi¢ do obliczania wyznacznikéw stopnia 3 lub 2 (wzory
(2.6), (2.5)). Zatem twierdzenie Laplace’a mozna réwniez traktowac jako definicja wyznacznika stopnia
n>2.

Przyklad 2.11. Obliczy¢ wyznacznik macierzy
1 1 3

4
8
|
5

B W
~ O O
N O O

Rozwigzanie. Stosujac wzor (2.9) wzgledem drugiego wiersza (i =2 ) mamy
|Al=ay Ay + an Ay, +ay A, + ay A, =

1 3 4 1 3 4
=2.(=D*"0 0 2/+0-(=1)*?3 0 2|+
4 75 4 75
1 1 4 1 13
+0-(=1)*72 0 8/+8-(—=D**3 0 0=
4 4 5 4 4 7

=2-(1-0-5+0-7-444-3.2—-4-0-4—-2-7-1-5-3-0) +
+8-(1-0-7+3-4-34+4-1.0-3-0-4—0-4-1-7-1-3) =100.
Zwré¢my uwage na to, ze wartos¢ wyznacznika nie zalezy od wiersza (kolumny) wzgledem ktérego

stosujemy wzor (2.9) (lub (2.10)). Wiec praktycznie dla utatwienia obliczen warto wybiera¢ wierz
(kolumng) z najwiekszg iloscia zerowych elementow.

Obliczanie wyznacznika duzego stopnia wymaga w ogélnym przypadku dokonania duzej ilosci mnozen.
Jednak mozna znacznie upro$ci¢ obliczanie wyznacznikéw korzystajac z ich wtasno$ci. Wymienimy
najwazniejsze wlasnosci wyznacznikow.

Twierdzenie 2.4. Jezeli A" jest macierza transponowang do macierzy kwadratowej A, to

| AT [ Al
Z tego twierdzenia wynika, ze wszystkie wlasnosci wyznacznikéw sformutowane dla wierszy dotycza
réwniez kolumn i na odwro6t.

Twierdzenie 2.5. Jezeli macierz A ma zerowy wiersz (kolumng), to |A|=0.
Twierdzenie 2.6. Jezeli macierz A ma dwa jednakowe wiersze (dwie kolumny), to |A|=0.

Twierdzenie 2.7. Jezeli macierz B zostata utworzona z macierzy A przez zamian¢ miejscami dwoch
wierszy (kolumn), to |B|=—| A]|.

Twierdzenie 2.8. Jezeli macierz B zostala utworzona z macierzy A przez pomnozenie wszystkie
elementy i-tego wiersza (k-tej kolumny) przez liczbg A, to

| Bl= XAl

Twierdzenie 2.9. Jezeli i-ty wiersz macierzy C jest sumg i-tego wiersza macierzy B i i-tego wiersza
macierzy B, a pozostate wiersze macierzy A, B, C sg jednakowe, to



|CH Al+]B].

Przyklad 2.12.
a,+b, a,+b, a;+b, |a, a, as |b, b, b,
G Cy» Cpz | =[Co Cpp | TGy €y Cogf-
G C3 Cs3 Gy G Gy |Gy G5 Oy

Twierdzenie 2.10. Jezeli macierz B zostala utworzona z macierzy A przez dodanie do elementéw
dowolnego wiersza (kolumny) odpowiadajacych im elementéw innego wiersza (kolumny)
pomnozonych przez dowolng liczbe, to | B|=| A|.
Przyklad 2.13.

1 4 6| |1 1-2+4 6] |1 6 6

25 9(=12 2245 9|=12 9 9|=0.

3 6 12| (3 3246 12 [3 12 12

Twierdzenie 2.11. Jezeli macierz A jest macierzg tréjkatng gérng (dolng) stopnia n>1, to

|Al=a,-ay-ay-..ca

Whiosek. Jezeli macierz A jest macierza diagonalng postaci (2.2), to

|Al=a,-a,-a,-...a

nn *

Twierdzenie 2.12 (Cauchy’ego). Wyznacznik iloczynu macierzy kwadra-towych stopnia n jest réwny
iloczynowi wyznacznikéw tych macierzy, tzn.

|A-Bl|=| A|-|B]. (2.11)
Przyklad 2.14. Niech
a b c d
A= , = .
-b a —d ¢
Wtedy
a b c d ac —bd ad +bc
—b all|l-d c —bc—ad —bd+ ac
Mamy

|Al=a’ +b*, |Bl=c*+d’, |A-Bl=(ac—bd)’ + (ad +bc)’.
Wigc korzystajac ze wzoru (2.11) otrzymamy tozsamos¢:
(ac —bd)* + (ad + bc)* = (a® +b*)(c* +d?).

Opracowanie:
dr Igor Kierkosz
dr hab. Volodymyr Sushch



